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8 êëàññ

1. Ìîæíî ëè âûïèñàòü â ñòðîêó ÷èñëà 1, 2, 3, . . . , 77 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììû ëþáûõ
ïàð ñîñåäåé áûëè ðàâíû èëè îòëè÷àëèñü íà 1?
Îòâåò. Äà.
Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, 1, 77, 2, 76, 3, 75, . . . , 38, 40, 39. Â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷èñëà, ñòîÿ-
ùèå ÷åðåç îäíî, äîëæíû îòëè÷àòüñÿ ðîâíî íà 1.
Êðèòåðèè. Ïðèâåäåíà âåðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èëè ïîíÿòíî êàê îíà ñòðîèëàñü áåç îïèñà-
íèÿ � áàëëû íå ñíèæàòü. Ïîëíîå ðåøåíèå � 7 áàëëîâ.

2. Ïîñëå óðîêà ìàòåìàòèêè, ãäå ðàññêàçûâàëàñü òåìà "ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷-
÷è" , Àðòåì ðåøèë ïðèäóìàòü ñâîþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü è ñäåëàë å¼ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 1, 2,
4, 8, 16, 22, 24, . . . êàæäîå ÷èñëî, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ïîëó÷àåòñÿ ïðèáàâëåíèåì ê ïðåäûäó-
ùåìó ÷èñëó åãî ïîñëåäíåé öèôðû. Êàêîå ÷èñëî ñòîèò íà òûñÿ÷íîì ìåñòå?
Îòâåò. 4988.
Ðåøåíèå.Ïîíÿòíî, ÷òî ïîñëåäíèå öèôðû ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðàçóþò öèêë (2, 4, 8, 6).
Ïðè ýòîì ÷èñëà êàæäîé çàïîëíåííîé ñòðîêè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîé, íà 20 áîëüøå, ÷åì ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ÷èñëà ïðåäûäóùåé. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñîñåäíèå â ñòîëáöå ÷èñëà ðàçëè÷àþòñÿ
íà 2 + 4 + 6 + 8 = 20.

1 2 4 8 16
22 24 28 36
42 44 48 56
. . . . . . . . . . . .

Îòáðîñèì 1, òîãäà èñêîìîå ÷èñëî ñòîèò íà 999−ì ìåñòå. Òàê êàê 999 = 4 · 249 + 3, òî èñêîìîå
÷èñëî ñòîèò â ñòðîêå ñ íîìåðîì 250 íà òðåòüåì ìåñòå (íå ñ÷èòàÿ ïåðâîé ïóñòîé êëåòêè). Ñëå-
äîâàòåëüíî, îíî ðàâíî 20 · 249 + 8 = 4988.
Êðèòåðèè. Äîïóùåíà îøèáêà "±1" , îñòàëüíîå âåðíî � 4 áàëëà. Åñëè âäðóã âûïèñàíû âñå
1000 ýëåìåíòîâ � 7 áàëëîâ. Îïèñàíà çàêîíîìåðíîñòü áåç äàëüíåéøèõ ïðîäâèæåíèé � 2 áàëëà.
Ïîëíîå ðåøåíèå � 7 áàëëîâ.

3. Êîëÿ ðåøèë ïðîâåðèòü íàâûêè óìíîæåíèÿ ÷èñåë ó ñâîèõ îäíîêëàññíèêîâ è ïðåäëîæèë
ïåðåìíîæèòü äâà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà. Ìèøà ñìîã ïåðåìíîæèòü òîëüêî öåëûå ÷àñòè ýòèõ
÷èñåë è ïîëó÷èë 24. Ñàøà óìíîæèë öåëóþ ÷àñòü ïåðâîãî ÷èñëà íà äðîáíóþ ÷àñòü âòîðîãî ÷èñëà
è ïîëó÷èë 1,2. À Ïàøà ïåðåìíîæèë äðîáíóþ ÷àñòü ïåðâîãî ÷èñëà íà öåëóþ ÷àñòü âòîðîãî ÷èñëà
è ïîëó÷èë 2. Êàêîå ïðîèçâåäåíèå äîëæíî áûëî ïîëó÷èòüñÿ?
Îòâåò. 27,3.
Ðåøåíèå. Ïóñòü x � ïåðâîå ÷èñëî, y � âòîðîå ÷èñëî. Òîãäà óñëîâèå çàäà÷è ìîæíî ïåðåïèñàòü
òàê:

[x] · [y] = 24, (1)

[x] · {y} = 1, 2 (2)

{x} · [y] = 2, (3)

ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà, {x} � äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïðîèçâåäåíèå ýòèõ
÷èñåë, òî åñòü

x · y = ([x] + {x}) · ([y] + {y}) =

= [x] · [y] + [x] · {y}+ {x} · [y] + {x} · {y}. (4)



Òðè ïåðâûõ ñëàãàåìûõ ïîñëåäíåé ñóììû èçâåñòíû èç óñëîâèé (1)�(3). ×òîáû íàéòè ïîñëåä-
íåå ñëàãàåìîå, ïåðåìíîæèì ïî÷ëåííî ðàâåíñòâà (2) è (3) è çàìåíèì â ïîëó÷åííîì ïðîèçâåäåíèè
[x] · [y] íà 24

[x] · {y} · {x} · [y] = 2, 4,

{y} · {x} = 0, 1.

Òîãäà x · y = 24 + 1, 2 + 2 + 0, 1 = 27, 3.
Êðèòåðèè. Ïîëó÷åíî ðàâåíñòâî (4) áåç äàëüíåéøèõ ïðîäâèæåíèé � 2 áàëëà. Ïîëíîå ðåøåíèå
� 7 áàëëîâ.

4. Äàí óãîë XOY , â íåì ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà. Âûáåðåì íà áèññåêòðèñå òî÷êó Q è íà
îòðåçêå OQ âûáåðåì òî÷êó P òàêóþ, ÷òî ∠Y PQ = 90◦. Ïóñòü PQ = 1, XO = 2, OP = 3 è
Y O = 4. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê XQY ðàâíîáåäðåííûé.
Ðåøåíèå. Îòìåòèì íà îòðåçêå OP òî÷êó R òàê, ÷òî RP = 1, òîãäà OR = 2. Òðåóãîëüíèêè
XOQ è ROY ðàâíû ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó: OX = OR = 2, OY = OQ = 4, ∠XOQ = ∠ROY .
Ñëåäîâàòåëüíî, XQ = RY . Äàëåå, îòðåçîê Y P ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé è âûñîòîé â òðåóãîëüíè-
êå RY Q. Çíà÷èò, RY = QY . Òàêèì îáðàçîì, XQ = QY , ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê XQY
ðàâíîáåäðåííûé.

5. Â îäíîêðóãîâîì õîêêåéíîì òóðíèðå êîìàíäà "Ëèöåèñòû" çàíÿëà ïåðâîå ìåñòî, íàáðàâ
áîëüøå âñåõ î÷êîâ, à êîìàíäà "Ãèìíàçèñòû" � ïîñëåäíåå ìåñòî, íàáðàâ ìåíüøå âñåõ î÷êîâ.
Åñëè áû çà ïîáåäó äàâàëè íå 3 î÷êà, à 2, òî íàîáîðîò, "Ãèìíàçèñòû" ñòàëè áû ïåðâûìè, à
"Ëèöåèñòû" � ïîñëåäíèìè. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî êîìàíä ìîãëî èãðàòü â òóðíèðå? (Â
õîêêåéíîì òóðíèðå çà ïîáåäó äàþò 3 î÷êà, çà íè÷üþ 1 î÷êî, çà ïîðàæåíèå 0 î÷êîâ.)
Îòâåò. 12.
Ðåøåíèå. Îöåíêà. Äî ïåðåñ÷¼òà ó êîìàíäû "Ëèöåèñòû" áûëî õîòÿ áû íà 2 î÷êà áîëüøå, ÷åì
ó êîìàíäû "Ãèìíàçèñòû" , à ïîñëå ïåðåñ÷¼òà � õîòÿ áû íà 2 î÷êà ìåíüøå. Êðîìå òîãî, ÷òîáû
ïîñëå ïåðåñ÷¼òà îêàçàòüñÿ ïåðâîé, êîìàíäà "Ãèìíàçèñòû" äîëæíà èìåòü õîòÿ áû îäíó ïîáåäó.
Äåéñòâèòåëüíî, â êàæäîì ìàò÷å ðàçûãðûâàåòñÿ 2 î÷êà, ïîýòîìó åñëè áû ó êîìàíäû "Ãèìíà-
çèñòû" íå áûëî ïîáåä, òî îíà íàáðàëà áû íå áîëåå ïîëîâèíû âîçìîæíîãî ÷èñëà î÷êîâ è íå
ìîãëà áû ñòàòü ïåðâîé. Àíàëîãè÷íî, äëÿ òîãî ÷òîáû êîìàíäà "Ëèöåèñòû" ñòàëà ïîñëåäíåé,
ó íå¼ äîëæíî áûòü ïîðàæåíèé áîëüøå, ÷åì ïîáåä. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïåðåñ÷¼òà êîìàíäà
"Ãèìíàçèñòû" ïîòåðÿåò êàê ìèíèìóì 1 î÷êî. Ñëåäîâàòåëüíî, êîìàíäà "Ëèöåèñòû" äîëæíà
ïîòåðÿòü íå ìåíåå 5 î÷êîâ, òî åñòü ó íå¼ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå ïÿòè ïîáåä è íå ìåíüøå øåñòè
ïîðàæåíèé. Ïîýòîìó îíà ñûãðàëà êàê ìèíèìóì 11 ìàò÷åé, çíà÷èò, â òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî íå
ìåíåå 12 êîìàíä.
Ïðèìåð. Òóðíèð íà 12 êîìàíä, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ, ïðèâåä¼í â òàáëèöå íèæå (áóê-
âîé Â îáîçíà÷åí âûèãðûø, äâà ïîñëåäíèõ ñòîëáöà � êîëè÷åñòâî î÷êîâ äî è ïîñëå ïåðåñ÷¼òà
ñîîòâåòñòâåííî).



Êîìàíäà Ëèö 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 Ãèì Ñóììà 1 Ñóììà 2
Ëèö � B B B B B 0 0 0 0 0 0 15 10
2 0 � 1 1 1 1 B B B 0 0 1 14 11
3 0 1 � 1 1 1 0 B B B 0 1 14 11
4 0 1 1 � 1 1 0 0 B B B 1 14 11
5 0 1 1 1 � 1 B 0 0 B B 1 14 11
6 0 1 1 1 1 � B B 0 0 B 1 14 11
7 B 0 B B 0 0 � 1 1 1 1 1 14 11
8 B 0 0 B B 0 1 � 1 1 1 1 14 11
9 B 0 0 0 B B 1 1 � 1 1 1 14 11
10 B B 0 0 0 B 1 1 1 � 1 1 14 11
11 B B B 0 0 0 1 1 1 1 � 1 14 11
Ãèì B 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 � 13 12

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàâ, ÷òî êîìàíäà "Ëèöåèñòû" îäåðæàëà íå ìåíüøå ïÿòè ïîáåä, ìîæíî ðàñ-
ñóæäàòü è ïî-äðóãîìó. Ïîñëå ïåðåñ÷¼òà ó êîìàíäû "Ëèöåèñòû" íå ìåíåå 10 î÷êîâ, à ó êîìàíäû
"Ãèìíàçèñòû" íå ìåíåå 12 î÷êîâ, à ó êàæäîé èç îñòàëüíûõ êîìàíä íå ìåíåå 11 î÷êîâ. Òàê êàê
ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî íàáðàííûõ î÷êîâ ïîñëå ïåðåñ÷¼òà ðàâíî n(n − 1), ãäå n � êîëè÷åñòâî
êîìàíä, òî 12 + 10 + 11(n− 2) 6 n(n− 1), îòêóäà n > 12.
Êðèòåðèè. Ïðèìåð íå åäèíñòâåííûé, íåîáõîäèìî ïðîâåðÿòü. Òîëüêî îöåíêà � 4 áàëëà. Òîëüêî
ïðèìåð � 3 áàëëà. Ïîëíîå ðåøåíèå � 7 áàëëîâ.


